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ELEMENTE DE ALGEBRA
l. PERMUTARI

NOTIUNI TEORETICE

* Definitie. Se numeste permutare de gradul n, neN" amultimii A={1,2, ..., n}

’ ' 1 2 3 .. n
ice functie bilectiva o - A oo '
orice functie bijectiva 6: A > A, o (0(1) a(2) o(3) .. c(n)J
Multimea permutarilor de gradul n se noteaza S,. Cardinalul multimii S, este n!
» Compunerea permutarilor (produsul permutrilor)
a) Fie a,BeS,. Compunerea permutarilor o, p este permutarea notatd af,
definita prin (ap)(k) = a(B(k)), Yk =1n,
b) Compunerea permutarilor, in general, nu este comutativa.
(3o, B e S, astfel incat ap = Bo)
c) Compunerea permutérilor este asociativa. (af)y = a(By), Vo, P, v<S,.
2 3

n
2 3 ] este element neutru la compunere:

1
d) Permutarea identica e = [1

oe=ea=0,VaeS,.

e) Orice permutare a.€ S, are inversd o' € S, astfel incat ao ' = 'a =e.

paci oz 1 2 3w n ) L (a() «(2) «(3) .. a(n)
a() a(2) a(3) .. a(n) 1 2 3 .. n

* Signatura unei permutari (semnul unei permutéri)

a) Se numeste inversiune a permutdrii «, orice pereche (i, j) cu proprietatea

i<jsioa(i)>a(j), unde i,je{l_n}. Numérul de inversiuni se noteaza m(a.).

b) Signatura permutarii a. este numarul e(a) = (—1)m(“). e(ap)=e(a)- (B),
Va,pesS,.
* Transpozitii
ik = j
Se numeste transpozitie de gradul n o permutare §; €S, §;(k)=<j k=i :
k,k=ik=j

ijk=1n.
Sunt adevarate egalitatile:
a) 8, =5;; b) & =e; ¢) §' =§;; d) Numarul transpozitiilor de gradul n este C2.
e) Orice permutare se poate scrie ca produs de transpozitii.




L.1. PERMUTARI. OPERATH CU PERMUTARI

0 1. Multimea A are n elemente. Cét este gradul unei permutari a acesteia daca
multimea S, are cardinalul:

a) 120; b) 720; c) 40320; d) 2"'?

02. Multimea S, a permutdrilor mulfimii A are k elemente. Cate elemente are
mulfimea A Tn cazul:
(n+2)!

a) k= ;
) 20

b) k =3(n+4)?

0 3. Sa se calculeze ap, Ba., a?, B, ((1[3)2 si o’ in cazurile:

1 2 3 4 1 2 3 4
a) o= p= :
314 2 32 4 1
1 2 5 1 2 3 4
b) o = 3 4 B 5;
4 1 2 5 3 5 4 3 2 1
12 3 45 86 12 3 45686
c) a= ,B= .
15 6 3 4 2 6 1 4 2 3 5

15 2 3 4 4 1 3 5 2
a) Sa se verifice daca au loc egalitatile ap =po si (0.]3)2 = o’

b) Sa se calculeze o', B, (aB)’1, (Boc)*, a B, Ba.

12 3 4 1 4
3 4. Se considerd permutérile o, Be S, : o =[ 5} B=[ 23 5}

O 5. Sa se calculeze puterile o?, o’, ..., in cazurile:

1 2 3 4 1 2 3 45 12 3 456
a) a= , i b)a= ;C)a= .
2 4 13 4 1 35 2 34165 2

0 6. Fie aeS,. Sa se arate ca existd k e N astfel incat o =e.

O 7. Sa se determine numarul de inversiuni si signatura permutérii o in cazurile:

2 4 123 45
; b)a= :
4 5 14 2 3

123 45686 7 8
: d) o= ;
57 218 43 6

6 78 9 10
1546 2)

0
——
Q
Il
N
A A —
NN oODNDN
w—lw—\w
I
(&)
(o))

0 8. Cate inversiuni au in total elementele multimii S_?
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09. Fie g, 6€S,, unde:
(12 3 456789 (123 4567829
8_(87m913n45} _(3k491p678]'
Sa se determine m, n, k, p e N astfel incat ¢ sa fie permutare para, iar o sa fie
permutare impara.

O 10. Se considera permutarile a, p € S,, date prin:

(123 .. n n+t1 n+2 ... 2n
‘(2 46 .2n 1 3 . 2n—1]’
(123 .. n n+1 n+2 .. 2n
5_[1 35 .. 2n-1 2 4 .. 2nJ'

a) Sa se calculeze m(a)+m(B).
b) S& se determine ne N’ astfel incat ¢(a)=1.

c) S& se determine n e N astfel incat ¢(p) = 1.

0 11. Fie permutarea:
1 2 3 ..n n+1 n+2 ... 2n 2n+1 2n+2 .. 3n+1
€S, 0= .

n n-1n-2 .. 1 3n+1 3n ... 2n+2 2n+1 2n .. n+1
S& se determine n e N’ astfel incat ¢(6) =1.

0 12. Sa se scrie ca produs de transpozitii permutarile:
12 3 12 3 4 12 3 45 1 2 4
a) ) o) a2 2400
312 314 2 25134 316 2 425

3 13. Se da numarul a=23415. Se fac toate permutarile cifrelor acestui numar si se
ordoneaza crescator numerele obtinute. Sa se precizeze:
a) locul ocupat de numerele 31425, 51342 si 54123;
b) suma tuturor numerelor obtinute.

O 14. Se considera numarul natural aa,a,a,a, = 42451.
a) Cate numere distincte se obiin daca se permutd cifrele in toate modurile
posibile?
b) Sa se calculeze suma numerelor obtinute.

123 45 3 4
3 15. Se dau permutarile o = si B= 12 > .
2 54 3 1 31425

Sa se determine x, y € S, care verifica egalitdtile xo =, By = c.
3 16. Se dau permutarile a, 8, 8 € S,, unde:
12 3 45 B 12 3 45 0 12 3 45
o= , = ; = m
145 2 3 53 412 354 21
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a) Sa se calculeze af6, o707, (6pa) .
b) Sa se calculeze o®”, B>, 6.
c) Sa se rezolve ecuatiile: ox = 6; ayp = 8; a'zp* = ',

3 17. Sa se rezolve ecuatiile:
a) 12 3 12 3 1.2 3)
3 2 2 31 2 1 3/
1 3 4 12 3 4 [1 2 3 4
b) SX - = :
2 3 4 13 2 4 14 3 2
1 3 45 12 3 45 1 2
c) 'E -
3 2 5 4 2 3 4 5 1 4 1

123456 123456
(118. Fie o, BeS,, a = i p= .
Ieaﬁesa(351264j§lﬁ(432615}

a) Sa se determine signatura permutarilor o si B.
b) Sa se scrie o si B ca produs de transpozitii.

= N AN -

c) Sa se rezolve ecuatiile: a°x =p'°; p¥'ya*® = (aB)so.
d) Sa se rezolve ecuatiile: ax = xa; ax = xp.

3 19. Sa se determine mulfimea solutiilor ecuatiilor:

12 3 12 3)

a) x* = ; b) x*
2 3 1 12 3/
1 2 3 4 2 3 4

c) x* = ; d) x* ! ;
4 1 2 3 4 3 2 1

, (12 3 45 12 3 45

e) x’ = ; ;

5 4 3 2 1 5 4 3 1
“ « ., (1 2 3 - .
3 20. Sa se arate ca ecuatia x* = 431 2 nu are solutii in multimea S,.

6 47 98 3512/

a) Sa se determine cel mai mic numar natural n e N astfel incat o” =e.
b) Sa se arate ca ecuatia x* =a nu are solutie in S,.

123 4567 8 9
O 21. Se da permutarea oc=( ]

0 22. Sa se rezolve ecuatiile:

12
o x 123 b) x° 3 4)
3 2 1 43 2 1
gx-[123405) gx_(1234
45213 123 4
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3 23.

0 24.

0O 25.

0 26.

0 27.

0 28.

3 29.

3 30.

0 31.

Sa se rezolve ecuatiile:

a) ¥ 123y (123 y
312 13127

12 3 4 1.2 3 4 ,
b) x- X7
314 2 314 2

N . . (12 3 4 5
Sa se arate ca ecuatia

=x’ un are solutii in S,.
13 4 2 5

y N . 2 3 4 5 12 3 45
Sa se rezolve in S; ecuatia: x- X = .
53124 123 45

o) _e(2) _ _an)

54 se determine permutarile o, p € S,, stiind ca e B , respectiv
n

n n-1_ 1

B B2 B(n)

Fie o.€S, cu proprietatea ¢a pentru oricare i, je {1, 2, .., n}, i<] are loc relatia
a(i)+a(j)=i+] Sasearate cd a este permutarea identica.

Sa se determine toate permutdrile ce$,,n>3, astfel incat numerele 1+(1),
2+06(2),...n+c(n) s formeze:
a) o progresie aritmetica; b) o progresie geometrica.

Fie n e N'. Sa se determine permutarea ¢ € S, in fiecare din cazurile:
a) 1+06(1)=2+0(2)=...=n+a(n); b) 1-0(1)=2-0(2)=...=n-o(n);
c) 1-0(1)=2-c(2)=...=n-0(n).

Fie o, B S,. Sa se arate ca daca are loc una dintre relatjile:

2 2)_a)_ o)
B(Y B(2) T B()
py 2B _o@2p@) o) BO) gy g -

Se dau numerele strict pozitive a, <a, <...<a,. Sa se determine permutarea
ce S, pentru care urmatoarele sume au valoarea minima (maxima):

a) Z— b) Zalac c) z ) d) Z ; e) Zn:i

i=1 | G( i=1 (k) k=1 ac(k)




0-32. Fie'Hc'S;;H = @ cu proprietateacéd Vv 6,0 e H= ¢0 ¢ H. Sa se arate ca:
a) permutarea identica e e H; b)dacd ceH= 0" cH.

0 33.Fie 68, ,n>3. Dacad ox=x0,V xe S, atunci c=e.
0 34. Sa se studieze surjectivitatea functiei f:S, —» S, f(a)=a".
0O 35. Fie neN,n> 2, iar p si q divizori pozitivi ai lui n. Sa se arate ca ecuatiile ¢* =e

si ¢® =e au o singura solutie comuna in S, daca si numai daca p si q sunt
prime intre ele.

—— RECAPITULARE §I SISTEMATIZARE PRIN TESTE DE EVALUARE —

Testul 1
(timp de lucru 40 de minute)

12 3 4 12 3 4
O 1. Sedau permutarile n,, n, € S,, =, =( ) T, =[ j

3 2 1 4 213 4
a) Sa se scrie inversiunile permutarilor x,, respectiv x,. (1p.)
b) Sa se determine m,x,, n,7,, 7, ', - (1p.)
c) Cate solutji are ecuatia nx =, ? S& se determine aceste solutji. (1p.)

12 3 45
Q 2. Fie p numarul solutiilor ecuatiei ox=xa, unde o,=[2 3 1 5 ‘J si g

numarul inversiunilor permutarii .. Stabiliti daca:
a) p+q=10; b)2p-q=8; c) p+3g=15d) p=q=5.

(2p.)
O 3. Fie numarul natural a,a,aa, =3721.
54 se calculeze suma s = ES: 8,1)B(2)8u(3)3a(4) (2p.)
aeSy
123 45 6 7 8
Q 4. Se considera permutarea 6 € S;, 6 = :
73 k 18 p 45
S& se determine k, p e N astfel incat m(o)=-1. (2p.)

10



O1.

Q2.

O3.

Q4.

Testul 2

Fio a,BeS4,a=(1 2 3 4]’[3:[1 2 3 4)_

(timp de lucru 40 de minute)

14 2 3 314 2
a) Sa se determine cel mai mic numar m,n e N’ astfel incat a™ =e, f" = e.
b) Sa se rezolve ecuatiile: a.®'x =*®; yo ' =p¥. (1,5p.)
1.2 3 4)
=Yy
3 ) ) . \2 1 4 3J
Sa se rezolve in S, sistemul de ecuatii: '
« 12 3 4 12 3 4
14 3 2
(2p.)
123 456789
Fie 0. Sy, o = .
7985 24316
a) Sa se determine m(a.) si s(az). (1p.)
b) Cate solutji are ecuatia x* = a? Dar x* =a*? (1p.)
12 3 456
Sa se scrie ca produs de transpozitii permutarea o = s
4 2 16 3 5
(2p.)

11



li. MATRICE

NOTIUNI TEORETICE

+ Fie m,neN si € multimea numerelor complexe. Se numeste matrice de tipul

(m.n) cu elemente din €, orice functie A:{1, 2,..,mix{12..,n}, A(ij)=a,

Notatie A=(a;) . Se noteazd .#,,(C) multimea matricelor de tipul (mn) cu

elemente in C.
* Adunarea matricelor

Fie ABe.#,,(C), A=(a) ., B=(b;) . Suma matricelor A si B este

matricea C=(cij)mxn, Cu c; =a;+by, i=1m, j=1n. Senoteazd C=A+B.

« Inmultirea matricelor cu scalari
Produsul matricei A =(aij)m cu scalarul k e C este matricea B =(b..) cu

xn

elementele b; =k-a;, i=1,m, j=1n.

»Dacd A=(a;) ., se numeste transpusa matricei A matricea 'A = (ay) -
X xm

« inmultirea matricelor

Produsul matricelor A=(a,) si B=(b, )nxp este o matrice C=(c,)  ale

mxn

carei elemente sunt date de egalitdtile: c, =a.by +a,b, +...+a,b,, Vi=1m si
k=1p.
Produsul matricelor A, B se noteazd AB sau A -B.

fnmultirea matricelor este asociativa, dar nu este comutativa.
* Matricea unitate |, este element neutru la inmuliirea matricelor patratice de

ordinn. (Al, =l,A=A VAe.4,)

* Puterea unei matrice patratice
Daca A e .4#,(C), se definesc inductiv puterile cu exponent natural:

A=, A=A A’=A-AA"=A"".A VneN.
ab
* Daca A e ., (C), A:(C dj’ are lor relatia A? —(a+d)-A+(ad-bc)-l, =0,

(relatia Hamilton-Cayley).

I.1. OPERATII CU MATRICE

O 1. Sa se determine parametrii reali a, b, ¢, d, pentru care matricea A este nula:

2_ 2 _ 2 _ 2__
a) A:[ b -b b°+b abj; b) A_[a +a-2 b 2a+1}
c°-a d“ —a

a+b-c¢ a-d-3 .
a?+b?’-ab-1 2a’+3b%-5
c) A= 2 2 2 2 |
2¢c” +3cd-4d° -1 3cd-2¢°-d

12



. 2a+b b-c-d
3 2. Sa se determine constantele reale pentru care ( i arb-c jv I,

a+b+d+2c 2b-a

= 5.

i c—-d+a+x c+y
® d+z c+d-a

3 3. Sa se determine x, y, z € IR, astfel incat;
a)[ZF3 Zx2)_(13 6] b) 2430 29 ) (7 10]
2% 2+y) 16 10/ 342V 2243 -3) \5 2/
0 4. Sa se determine constantele a, b € €, astfel incat:
a+b 2a-b 5 4 7 5
a) + o |= ;
2+3a 2 3 a 8 a+2
2 _ -2 o _
b) 2- a“-2 3 _3. 2a a+1 _ 2 -3 :
2a-1 a+2 b-1 3b+1 6 -2
c)a_aber‘ba:ZZ.
1 a 1 b 2 2
0O 5. Sase determine A e .#,,(C), daca:
a)2A+320+i-_101_=2|__1;
1 3 2 1 1 - 31 4
11 -1 3 i-1 -1
b) (1+i)-A A(1-i)= :
) (1+1) +[1 i —iJ+ (1) [1 14] 1—iJ

3 6. Sa se determine matricele A, dacéa:

a)2-123+3A=579;
-1 11 155

11 1 11
b) (1-i)-A+i-j2 1 1 |[=(1+i)-|0 1 1]
11 1 0 0 1
O 7. Sase calculeze:
i _L}
o k k? ol k(k+1) 4k* -1
a)z{kakk1 kk1} ®) 2, (k | ':
k=t (k+1) (—) k=1 2° +1 2kJ
o3
n 1 2k . 3k+1 2k+7 . 31—k
c A
) ;[Zk 3K 3k .27k
n 8k é\—Ek {_,4!& \
0 8. Daca & +&+1=0, s se calculeze: ;[s“ ;:_k F‘kn-Z J

13



0o9.

0 10.

o1

3 12.

g13.

a 14.

3 15.

3 16.

Sa se determine matricele A, B; daca:

a) A+2B = e si 2A-B = 1 _1;
2 3 -1 1

-3 2
b) 5A-3B = 2 si 2A+5B = 5 ;
2 2 7 7

c) (1+i)-A+B=(21+i 21i) §iA+(1—i)-B=ﬁ:: ;:]

Se considerd matricele: A=(2 1}, Bz(s 1], Cz(1 2). Sa se rezolve

1 1 -1 2 2 3

sistemele:

['X+Y+Z:A X+Y+i-Z=A
a) 2X-Y+3Z=B ; b) <X+i-Y+Z=B.

1_3X+2Y—2Z:C i-X+Y+Z=C
. Se considera matricele Az[:) DB:G ?],C=[11 (1)] iar ¢ € C \ R oradacina
de ordinul 3 a unitatji. S3 se rezolve sistemele:

JX+Y+Z=A X+Y=A
a) < X+eY +¢’Z=8B; b) {X+Z=¢B .

‘_X-I-EEYJ:EZ:C Y +Z=¢C

Q)

010
Fie A=|0 0 1| Sasearateca A®=I,.
100

(2 10 3 1 -2
Fe A=|1 1 2| B=|3 -2 4
12 1 3 5 -1

a)Sdsearatecd A-B=B-A.  b) Sa se calcuieze (A +B) si A2+ 2AB +B2.

1 1 1
Sa se determine a, b € C, astfel incat: (4 J +a-

1)
+b-l, =0,.
‘4 1 2 2

(11 a b
Se considera matricele: A :L ] 1], B :(0 5 . Sa se afle a<=C, pentru care

A-B=B-A.
. 13 N s .
Fie A :[2 4}_ Sase afle x, y e C, astfel incat: A* —(x" +y“ |- A -xyl, =0,.

14



017.Fie A=| L 2l e=® N c[® P p! )
b 1 1 b 1 1 1 b
Sdseafle a,beC, dacd A-B=C-D.

1 2 1
0 18. Se considera functia f : 4, (C) — ., (C) si matricele A = [2 1J, B= { Ij.

Sé se calculeze f(A), f(B), In cazurile:
a) f(X)=X?-2X; b) f(X)=X*-X?+1,;
c) f(X)=X-(X—-1,)-(X=i-1,); d) f(X)=X",neN.

0 19. Se considerad & € € o radacina a ecuatiei x> +x+1=0 si A= ] .
€ € €

Sa se calculeze AZ.

0 20. S3 se calculeze:

S e sl
256 1z 2o )

ac+d b . f b
O 21. Sa se arate c&, daca A =( - dC] siB= (ae+ fe] atunci A" -BP = AP-A",
c e

pentru oricare n, p € N,

z
3 22. Se considera multimea .# = {[ _ Ej Z, Uue 'D} Sa se arate ¢a, daca A, B € .7,
-u z
M.

atunciA+B e #siA-B e

010 10 1
0 23.Fie A={1 0 1,B=|0 10 .Sésearatecét(AB):BA si 'A-'B=AB.
010 10 1
0 bec 0 00O
O024.Fie A={0 1 0|,B=|0 a 0| Sase arate ca:
0 0 1 0 0 a
a)A-B-A=a-A b) (B-A)' =B".
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025,

3 26.

0 27.

3 28.

3 29.

a3 3o0.

a 31.

0 32.

3 33.

0 34.

Li+j=n+1
Se considera matricea A e .4, (C), astfel incat a; = {0 I+J n+ I Sase
Ji+j#EN+

calculeze A

Fie Ac.,(C), cu Tr(A)=0. Sa se arate ci matricea B € .4, (€) comuta cu
matricea A, daca gi numai daca B comutd cu A2

Se considera matricea A e .#,(R), astfel incat Tr(‘A-A) =0. S& se arate ca
A=0..

S& se arate ca dacd A, B < .4, (C), atunci:

a) Tr((A+'A)-(B-"B))=0 b) Tr((AB)')=Tr((BA)") ke N
Numerele a, b, c, d sunt in progresie aritmeticd. S& se arate ca, daca

a by n
[c dJ = (p q} atunci si numerele n —m, p —n, g — p sunt in progresie aritmetica.

Fie Ae.#, (C). Sa se arate cd dacd A - B = B - A, pentru oricare matrice
B e .4, (), atunci existd x e C, astfel incat A = x-|,.

ab . b
Se considerd matricea A e( ]e%(@ ) Sa se arate ca daca A" =(a" "J
c d c, d,

si unul din sirurile (a,).(b,).(c,).(d,) este o progresie aritmetica, atunci si
celelalte siruri sunt progresii aritmetice.

$a se determine matricele A e .4, (R), astfel incat:

0o 1
a) A? =0,; b) A? =1,; c) A? :{ ]
-1 0,
7 -5 1 -1 1 12)
d) A = ; e) A’ = l; f)AZ:[ |
-15 12 0 1) -4 1
Sa se determine matricele A € .4, (C), astfel incat:
2
a)A2:[9 '} c) A? = 2A;
i 2
. 2 '\‘
by Az =4 O d Az+A=[2 3
2 -2 0 2

Se considera A ./, (C), A =(a;) si matricea A =(a,). Sa se afle matricea A,
in cazurile:

a) A+iA=0,; b)A-(1 i]+[1 ijﬁ:(z 2ij: c)A“/O ij—[(,) 1)5\.
0 1) L0 1 0 2 10 Lo
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